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Funzione di distribuzione dei fotoni

La funzione di distribuzione dei fotoni', ovvero il modo in cui sono distribuiti in direzione e
in energia, si ricava partendo dal numero di occupazione f(X,p,t|, che fissa il numero
medio di particelle che in un certo istante sono contenute in una cella di volume h’> dello
spazio delle fasi® #|X,p].
La densita degli stati dei fotoni viene scritta nella forma:

d’N

2 . o
mzﬁﬂ)ﬁp,t], [1]

dove il fattore 2 tiene conto dei 2 possibili stati di polarizzazione.
La densita differenziale dei fotoni che si propagano all'interno dell'angolo solido df
centrato nella direzione di propagazione k della particella, che hanno momento

p =|plc,p| = hv/c{l,ﬂ ed energia nell'intervallo hdv , é quindi data da:
2 > 2 .7
d’n, =Ff(p)p2dpd52 =§f(k,v)v2dvd9, 2]
omettendo la dipendenza dalle coordinate x' .
Diversamente dai fermioni, sottoposti al principio di esclusione di Pauli, il numero di oc-
cupazione dei bosoni non e limitato superiormente poiché piu particelle possono occupare il

medesimo stato.
Integrando la [2] nelle direzioni spaziali e in energia si ottiene la densita totale:

2 -
n :?J'vzdvff(k,v)dQ [3a]
e integrando sulla sfera unitaria per una radiazione isotropa si ottiene:

n=3T [Vl [3b]
C

Poiché ogni fotone trasporta un'energia hv , moltiplicandola per la densita differenziale [2]
si ottiene la densita di energia dei fotoni che si propagano nell'angolo solido df , con
frequenza nell'intervallo dv :

3
du, = vd'n, = 2 ¢k v)dvde (4]

v 3
C

! Per la teoria sulla radiazione si fa riferimento a [Rybicki e Lightman, 1979] e ad altri ‘standard textbook’
? Queste congetture non tengono conto dell’estensione spaziale dei singoli fotoni, considerati puntiformi
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Integrando infine la [4] si ottiene la densita totale di energia del campo radiativo® :
2h 2
u:—3fv3dvff(k,v)d9 [5a]
c
e integrando sulla sfera unitaria per una radiazione isotropa si ottiene:
u= 8n3hfv3f(v]dv . [5b]
C o

Quindi in un campo isotropo I'energia media dei fotoni e data dal rapporto:

S J'vzf(v)dv

Nel caso in cui il sistema si trovi in equilibrio termodinamico a una data temperatura, la
meccanica statistica mostra che la distribuzione dei fotoni é isotropa e il numero di occu-
pazione medio assume la forma di equilibrio:

1
feq(v] T ThigT 4 - (6]
e -1

Rispetto alla analoga relazione di equilibrio dei fermioni®, si osserva l'assenza del potenziale

chimico p, che infatti deve essere nullo, potendo i fotoni essere creati e distrutti, e affinché

possano avere l'energia F minima all'equilibrio, una delle condizioni ¢ 0 F/0 N = 0 dove

N é il numero di particelle, ma essendo \0F/ON )T,V = p siricavache® p =0 .

All'equilibrio i fotoni sono quindi ripartiti tra le frequenze secondo 1'equazione:
dn”  8n v

nota come distribuzione di Planck [Planck, 1900].

Analogamente, la distribuzione nello spettro dell'energia segue dalla [4] e all'equilibrio e

data dalla legge di corpo nero, che rappresenta la densita di energia (secondo la distribu-

zione di Planck) espressa in frequenza del campo elettromagnetico:

P _ dn _ 87'[h\/3 1
u, [T| = hvE BT [8a]

(7]

che corrisponde all’energia emessa:

EP(T) _ US(T) ¢ _ 2mhv? 1

v 4 CZ th/kBT-l ’

[8D]

3 Poiché la densita di energia non puo divergere e gli integrali si devono mantenere finiti, & necessario che per
v - oo la funzione v’f(v| tenda a zero piu velocemente di v™' ; formalmente, ponendo lim f(v)e v * dovra

V - 00

essere a>4 ; analogamente nel caso v -~ 0 ponendo lim f(v|« v dovra essere b<4
v-0
1

* La relazione di equilibrio dei fermioni ha espressione f, = ST T
e T+l

, dove p é il potenziale chimico

® [Landau e Lif3its, 1972] edizione italiana pag. 209
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c c cx e . e
ovvero, dove v = n e dv =|—| dA,come densita di energia (secondo la distribuzione

di Planck) espressa in lunghezza d'onda del campo elettromagnetico:

P _ 8mhc’ 1
(T) - PO [9a]

e come energia emessa:

u,(T)c  2mhc® 1
4 B A5 el 1

EP(T) = [9b]

Con una congettura alternativa, secondo lo sviluppo dell’ipotesi originale di Plank 1’energia
associata ai modi oscillatori del campo elettromagnetico puo assumere soltanto valori mul-
tipli del quanto fondamentale di energia hv , quindi la probabilita che ogni modo di
oscillazione nella cavita di corpo nero abbia energia paria nhv (con n=1,2,3... )é

nhv

Tk,T o n'hy w '
P, = —; - Nella funzione di partizione z,|T|= z e "=z [B] = Z le™™]" | dove
- n'=0 n'=0

Z e Kol

n'=0
B =1/k,T , si riconosce una serie geometrica con somma z (B = ) 1}ﬁhv (dove

-e
~Bhv . 1 . . = _ 0 0 1 _ hv
e " <1), sidetermina I’energia media E =-——|In|z =-—1|In =
) g v aﬁ[ V(B))] aB 1_e_ﬁhv) eﬁhv_l

e calcolando il numero di modi ammessi nella cavita (parallelepipeda) di corpo nero come

41T 3 > . . . .. T .
n,dv = —-Lv'dv , considerando le 2 diverse polarizzazioni possibili per il campo
c

n2E, 8mhv’ 1
I3 - 3 ehv/kHT_l

elettromagnetico si ottiene la densita di energia u.(T| = , la

stessa [8a] gia ricavata nello spazio delle fasi.
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